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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В НАНОКОМПОЗИТАХ  

НА ОСНОВЕ МАГНИТНЫХ НАНОПРОВОЛОК 
 
Аннотация. Актуальность и цели. Магнитные нанокомпозиты обладают 
большим разнообразием физических свойств и значительно отличаются от 
свойств массивного материала. Физические свойства нанокомпозитов зависят 
от многих факторов: химического состава, методов синтеза, размера и формы 
магнитных включений, взаимодействия частиц с соседними частицами и 
окружающей их матрицей. Значительный интерес проявляется к магнитным 
нанопроволокам, получаемым на основе матрицы мезопористого оксида алю-
миния. Мезопористый оксид алюминия, полученный анодным окислением 
алюминия, уникален тем, что в процессе его получения можно контролировать 
основные наноструктурные параметры: диаметры цилиндрических пор и рас-
стояние между центрами соседних пор. Одним из методов получения магнитных 
нанокомпозитов в матрице оксида алюминия является электрохимическое оса-
ждение в поры магнитных металлов, которое позволяет контролировать количе-
ство осажденного металла, варьировать длину получаемых нанопроволок и их 
ориентацию относительно подложки. Целью работы является разработка мате-
матической модели распространения электромагнитных волн в наноструктури-
рованных материалах на основе магнитных нанопроволок. Материалы и мето-
ды. Разработана декомпозиционная математическая модель распространения 
электромагнитных волн в наноструктурированных композитах на основе маг-
нитных нанопроволок. Сформулированы уравнения электродинамики для маг-
нитных частиц с учетом поля обменного взаимодействия. Получена матрица 
проводимости для автономного блока в виде прямоугольного параллелепипеда с 
включением в виде магнитной нанопроволоки. Даны рекомендации по исполь-
зованию автономного блока для решения прикладных задач электродинамики и 
техники сверхвысоких частот (СВЧ). Результаты. Автономный блок в виде 
прямоугольного параллелепипеда с включением в виде магнитной нанопроволо-
ки является универсальным базовым элементом для решения прикладных задач 
электродинамики и техники СВЧ. Автономный блок может использоваться для 
определения постоянных распространения волн в трехмерных периодических 
структурах из магнитных нанопроволок. Ячейка периодической структуры мо-
делируется автономным блоком. Накладывая на грани параллелепипеда крае-
вые условия, вытекающие из теоремы Флоке, получаем характеристическое 
уравнение относительно постоянных распространения волн. Из решения ха-
рактеристического уравнения определяются основные типы волны, которые мо-
гут использоваться для определения эффективных значений магнитной и ди-
электрической проницаемостей магнитного нанокомпозита. Постоянные распро-
странения волн левой и правой поляризации, обыкновенной и необыкновенной 
волн в бесконечной сплошной гиромагнитной среде должны совпадать с анало-
гичными значениями постоянных распространения волн в трехмерной периоди-
ческой структуре магнитного нанокомпозита. Это приводит к системе уравне-
ний, из которой определяются компоненты эффективного тензора магнитной 
проницаемости и скаляр диэлектрической проницаемости. Выводы. Автоном-
ный блок может непосредственно использоваться как базовый элемент при 
построении математических моделей устройств СВЧ с магнитными наноком-
позитами (циркуляторы, перестраиваемые фильтры и т.д.). Области вклады-
шей, подложек устройств СВЧ из магнитных нанокомпозитов дополнительно 
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разбиваются на автономные блоки. Математическая модель в этом случае яв-
ляется моделью высокого уровня и позволяет учитывать влияние поля обмен-
ного взаимодействия на предельные характеристики устройств СВЧ. 

Ключевые слова: магнитные нанопроволоки, уравнения Максвелла, уравне-
ния Ландау – Лифшица, декомпозиционный подход, автономный блок, матри-
ца проводимости. 
 

A. S. Nikolenko 

MATHEMATICAL MODEL OF ELECTROMAGNETIC  
WAVE PROPAGATION IN NANOCOMPOSITES  

BASED ON MAGNETIC NANOWIRES 
 
Abstract. Background. Magnetic nanocomposites possess a big variety of physical 
properties and considerably differ from properties of a massive material. Physical 
properties of nanocomposites depend on many factors: chemical composition, meth-
ods of synthesis, the size and form of magnetic inclusions, interactions of particles 
with adjacent particles and a matrix surrounding them. Of considerable interest are 
magnetic nanowires, received on the basis of the matrix of mesoporous oxide of 
aluminum. The mesoporous oxide of aluminum, received by anode oxidation of 
aluminum, is unique by the fact that in the course of its receiving it is possible to 
supervise the key nanostructural parameters: diameters of cylindrical pores and dis-
tance between the centers of adjacent pores. One of methods of receiving magnetic 
nanocomposites in a matrix of aluminum oxide is electrochemical deposition into 
the pores of magnetic metals which allows supervising the amount of the deposited 
metal, varying the length of the received nanowires and their orientation in relation to a 
substrate. The purpose of the work is to develop a mathematical model of distribution 
of electromagnetic waves in the nanostructured materials on the basis of magnetic 
nanowires. Materials and methods. The author developed a decomposition mathemati-
cal model of electromagnetic wave propagation in nanostructured composites based on 
magnetic nanowires and formulated an equation of electrodynamics for the magnetic 
particles taking into account the field of exchange interaction. The researcher also ob-
tained the linear conductance matrix for the autonomous unit in the form of a rectangu-
lar parallelepiped with inclusion of a magnetic nanowire and gave recommendations 
for the use of the autonomous unit to solve the applied problems of electrodynamics 
and ultrahigh frequency technology (UHF). Results. The autonomous unit in the form 
of a rectangular parallelepiped with inclusion of a magnetic nanowire is a universal 
basic element for the solution of applied problems of electrodynamics and ultrahigh 
frequency technology. The autonomous unit can be used for definition of constants of 
distribution of waves in three-dimensional periodic structures from magnetic nan-
owires. The cell of the periodic structure is modelled by the autonomous unit. By im-
posing boundary conditions following from the Floquet theorem on the edges of a par-
allelepiped, the researcher received the characteristic equation concerning constants of 
distribution of waves. From the solution of the characteristic equation the author de-
fined the main types of waves which can be used for determination of effective val-
ues of magnetic and dielectric conductivity of a magnetic nanocomposite. Continu-
ous distributions of waves of the left and right polarization, ordinary and unusual 
waves in the infinite continuous gyromagnetic environment have to coincide with 
similar values of constants of distribution of waves in three-dimensional periodic 
structures of a magnetic nanocomposite. It leads to the system of equations from 
which it is possible to define the components of an effective tensor of magnetic 
permeability and a scalar of dielectric permeability. Conclusions. The autonomous 
unit can be directly used as a basic element in creation of mathematical models of 



№ 4 (28), 2013                                            Физико-математические науки. Физика 

Physical and mathematical sciences. Physics 149

microwave devices with magnetic nanocomposites (circulators, reconstructed filters, 
etc.). The areas of inserts, substrates of microwave devices from magnetic nano-
composites in addition are to be divided into autonomous units. The mathematical 
model in this case is a model of high level and allows considering the influence of 
the field of exchange interaction on the limit characteristics of microwave devices. 
Key words: magnetic nanowires, Maxwell's equations, Landau-Lifshitz decomposi-
tion approach, autonomous unit, matrix conductivity 

Введение 

Магнитные нанокомпозиты обладают большим разнообразием физиче-
ских свойств и значительно отличаются от свойств массивного материала. 
Физические свойства нанокомпозитов зависят от многих факторов: химиче-
ского состава, методов синтеза, размера и формы магнитных включений, вза-
имодействия частиц с соседними частицами и окружающей их матрицей. 
Значительный интерес проявляется к магнитным нанопроволокам, получае-
мым на основе матрицы мезопористого оксида алюминия [1]. Мезопористый 
оксид алюминия, полученный анодным окислением алюминия, уникален тем, 
что в процессе его получения можно контролировать основные нанострук-
турные параметры: диаметры цилиндрических пор и расстояние между цен-
трами соседних пор. Одним из методов получения магнитных нанокомпози-
тов в матрице оксида алюминия является электрохимическое осаждение в по-
ры магнитных металлов [1], которое позволяет контролировать количество 
осажденного металла, варьировать длину получаемых нанопроволок и их 
ориентацию относительно подложки. Несмотря на значительные успехи  
в технологии изготовления магнитных нанопроволок их электродинамические 
свойства исследованы слабо. Это является определенным тормозом исполь-
зования нанокомпозитов на основе магнитных нанопроволок в устройствах 
сверхвысоких частот (СВЧ) – циркуляторы, перестраиваемые фильтры и т.д.  

Целью работы является разработка математической модели распро-
странения электромагнитных волн в наноструктурированных материалах на 
основе магнитных нанопроволок. 

1. Уравнения электродинамики для магнитных наночастиц  

Система дифференциальных уравнений электродинамики для анализа 
магнитных наночастиц состоит из уравнений Максвелла и уравнения движе-
ния намагниченности [2]:  
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где ( ), ( )E t H t
 

 – векторы напряженности электрического и магнитного 

полей; ( )M t


 – вектор намагниченности среды; ( )B t


 – вектор магнитной 

индукции; эф ( )H t


 – суммарное эффективное магнитное поле, действующее 

на магнитный момент частицы; ( )qH t


 – эффективное магнитное поле 

обменного взаимодействия; ∇  – оператор Лапласа; ε  – диэлектрическая 
проницаемость; σ  – электропроводность среды; 0μ  – электрическая и 

магнитная постоянные; γ  – гиромагнитное отношение; 0r Hω = αγ  – частота 

релаксации; α  – магнитные потери; 0 0 0/M Hχ =  – статическая 
восприимчивость; q  – константа обменного взаимодействия. Особенностью 
уравнений электродинамики (1) является то, что в уравнении движения 
намагниченности учитывается поле обменного взаимодействия – магнитные 
частицы имеют размеры порядка 10–80 нм. 

Используя формулы векторного анализа, преобразуем уравнения 
движения намагниченности в (1) к форме, удобной для последующего 
применения проекционного метода [3]: 

 
( )

( )( ) ( )( )
0

0

0

( )
rot ( )= ( );

rot ( )= ( ) ( ) ;

d ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

d

( ) graddiv ( ) rot rot ( ).

q r q

q

E t
H t E t

t

E t M t H t
t

M t
M t H t H t H t H t M t

t

H t q M t q M t

 ∂ε +σ ∂
∂ − +μ ∂


=− γ × + + ω χ + −


μ = −

 

  

      

  

  (2) 

Для гармонических колебаний справедливо 
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 – постоянное магнитное поле в среде наночастицы; 0M


 – постоянная 
намагниченность в среде наночастицы, система уравнений (2) имеет следую-
щий вид: 
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где мнч i
σε = ε −
ω

. 

Пусть постоянное магнитное поле 0 0 0 0x y zH H i H j H k= + +
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 и 

намагниченность 0 0 0 0x y zM M i M j M k= + +
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 в среде наночастицы являются 
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однородными, т.е. не зависят от координат, тогда третье уравнение (4) можно 
записать в тензорной форме: 
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Здесь 5 1 12,21 10 (A/м) с− −γ = − ⋅  – гиромагнитное отношение; 

0 0 0/M Hχ =  – статическая восприимчивость; 0r Hω = αγ  – частота релакса-

ции; α  – магнитные потери. 

Подставляя (5) в (4) и исключая qH


, получаем систему уравнений 

электродинамики для сред магнитных наночастиц:  
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2. Матрица проводимости автономного блока в виде  
прямоугольного параллелепипеда с магнитными нанопроволоками  

Магнитный нанокомпозит на основе магнитных нанопроволок рассмат-
риваем как периодическую 3D-структуру (рис. 1,а). Ячейка периодической 
3D-структуры (рис. 1,б) разбивается на автономные блоки двух видов  
(рис. 1,в). Автономный блок 3 (без магнитной нанопроволоки) является 
частным случаем автономного блока 2. Построим вычислительный алгоритм 
определения матрицы проводимости автономного блока 2 в виде 
прямоугольного параллелепипеда с магнитной нанопроволокой (рис. 2). 

Запишем систему уравнений электродинамики (6) для областей авто-
номного блока (рис. 2), используя кусочно-неоднородную функцию заполне-
ния полости автономного блока (прямоугольного параллелепипеда): 
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Рис. 1. Расчетная схема математической модели нанокомпозита на основе магнитных  
нанопроволок: а – периодическая 3D-структура магнитного нанокомпозита;  
б – ячейка периодической 3D-структуры (1 – магнитная нанопроволока);  

в – декомпозиция ячейки 3D-структуры на автономные блоки  
(2, 3 – автономные блоки декомпозиции) 
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Рис. 2. Автономный блок в виде прямоугольного параллелепипеда с углеродной 
нанотрубкой и магнитной наносферой: 0V  – основная область автономного  

блока; мнV  – область магнитной нанопроволоки; ( 1,2,...,6)o x y zα α α α α =  –  

локальные системы координат для сечений (граней) Sα  
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Получим для системы дифференциальных уравнений (7) интегральную 
проекционную модель. Основой получения интегральных проекционных мо-
делей является лемма Лоренца и формула Остроградского – Гаусса. Кроме 
того, для получения интегральной проекционной модели необходимы вспо-
могательные краевые задачи на собственные значения [3]. Краевая задача на 
собственные значения (частоты) формулируется для прямоугольного резона-
тора с геометрическими размерами основной области автономного блока (об-
ласть 0V  на рис. 2): 
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где 0 0,ε μ  – диэлектрическая и магнитная постоянные, kω  – собственные ча-

стоты резонатора; ,k kE H
 

 – собственные электрические и магнитные поля 

(функции) резонатора. Система собственных функций { },k kE H
 

 состоит из 

соленоидальной подсистемы { }c c,k kE H′ ′
 

 и потенциальной подсистемы 

{ }п п,k kE H′′ ′′
 

 [2]. Индекс k  определен на множестве индексов k ′  и k ′′ . 

Соленоидальные функции c c,k kE H′ ′
 

 краевой задачи на собственные зна-

чения (8) имеют следующий вид [4]: 
– Е-функции (поля): 

c
2

1 2 2 2 2 2
expk k

m p m n p
E N i x y z i

a c a b c
′ ′

′ ′ ′ ′ ′ π π π π π = + + +  
 χ  

 
 

2

1 2 2 2 2 2
expk

n p m n p
N i x y z j

b c a b c
′

′ ′ ′ ′ ′ π π π π π + + + +  
 χ  


 

2 2 2
exp ;k

m n p
N i x y z k

a b c
′

′ ′ ′ π π π + + +  
  


 

c 0
2

2 2 2 2
expk

k k
n m n p

H N i x y z i
b a b c

′
′ ′

′ ′ ′ ′ω ε  π π π π = − + + +  
 χ  

 
 

 0
2

2 2 2 2
exp ,k

k
m m n p

N i x y z j
a a b c

′
′

′ ′ ′ ′ω ε  π π π π + + +  
 χ  


  (9) 

где , ,i j k
 

 – единичные орты прямоугольной декартовой системы координат;  
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2 2
2 2 2 2

m n
m n

a b
′ ′

′ ′π π   χ = χ = +   
   

,
0 0

k
k

N
abc

′
′

χ=
ε ω μ

,  

2 2 2

0 0

1 2 2 2
k m n p

m n p

a b c
′ ′ ′ ′

′ ′ ′π π π     ω = ω = + +     ε μ      
,  

0, 1, 2, ...; 0, 1, 2, ...; 0, 1, 2, ...m n p′ ′ ′= ± ± = ± ± = ± ± ; 

– Н-функции (поля):  

с
2

1 2 2 2 2 2
expk k

m p m n p
H M i x y z i

a c a b c
′ ′

′ ′ ′ ′ ′ π π π π π = + + +  
 χ  

 
 

2

1 2 2 2 2 2
expk

n p m n p
M i x y z j

b c a b c
′

′ ′ ′ ′ ′ π π π π π + + + +  
 χ  


 

2 2 2
exp ;k

m n p
M i x y z k

a b c
′

′ ′ ′ π π π + + +  
  


 

с 0
2

2 2 2 2
expk

k k
n m n p

E M i x y z i
b a b c

′
′ ′

′ ′ ′ ′ω μ  π π π π = − + + +  
 χ  

 
 

 0
2

2 2 2 2
exp ,k

k
m m n p

M i x y j
a a b c

′
′

′ ′ ′ ′ω μ  π π π π + + +  
 χ  


  (10) 

где  

2 2
2 2 2 2

m n
m n

a b
′ ′

′ ′π π   χ = χ = +   
   

, 
0 0

k
k

M
abc

′
′

χ=
μ ω ε

,  

2 2 2

0 0

1 2 2 2
k m n p

m n p

a b c
′ ′ ′ ′

′ ′ ′π π π     ω = ω = + +     ε μ      
,  

0, 1, 2, ...; 0, 1, 2, ...; 0, 1, 2, ...m n p′ ′ ′= ± ± = ± ± = ± ±  

Потенциальные функции п п,k kE H′′ ′′
 

 краевой задачи на собственные зна-

чения (8) имеют следующий вид [3]: 

п

0

2 2 2 2 2 2
expk

k

i m n p m n p
E i x y z i j k

a b c a b cabc
′′

′′

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ π π π π π π   = + + + +    χ ε     

  
, 

п

0

2 2 2
expk

k

i m n p
H i x y z

a b cabc
′′

′′

′′ ′′ ′′ π π π = + + ×  χ μ   


 

 
2 2 2m n p

i j k
a b c

′′ ′′ ′′π π π × + + 
 

 
,  (11) 
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где 
2 2 22 2 2

k
m n p

a b c
′′

′′ ′′ ′′π π π     χ = + +     
     

. 

Собственные функции резонатора (9)–(11) ортогональны и нормированы: 

 

0 0

0 0 .k n k n kn
V V

H H dV E E dV∗ ∗μ ⋅ = ε ⋅ = δ 
   

  (12) 

Построим проекционную модель автономного блока (рис. 2). Запишем 
выражения для собственных электромагнитных волн виртуальных каналов 
Флоке автономного блока [5]: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )exp ;z
kk k k

E e e i z±
ααα α α= ± ± Γ

  
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )exp ;z
kk k k

H h h i z±
ααα α α= ± ± ± Γ

 
 1, 2, ..., ; 1, 2, ...,6,k = ∞ α =  (13) 

где k  – номера мод собственных волн каналов Флоке; ( )k
e α


, ( )k
h α


 – попе-

речные электрические и магнитные компоненты собственных волн; ( )
z
k

e α


, 

( )
z
k

h α


 – продольные электрические и магнитные компоненты собственных 

волн; ( )k αΓ  – постоянные распространения собственных волн. 

Поперечные электрические и магнитные компоненты собственных волн 
каналов Флоке образуют полную систему ортогональных функций 

{ }( ) ( ),k ke hα α


 [4]. Любое поперечное электромагнитное поле на входных се-

чениях Sα автономного блока представляем по этим системам в ортогональ-
ные ряды Фурье: 

 
( ) ( )

( ) ( )

1

1

,

, 1, 2, ... ,6.

k k
k

k k
k

E a e

H b h

∞

α α α
=
∞

α α α
=


=



 = α =






 


  (14) 

На каждом входном сечении Sα автономного блока касательное элек-
тромагнитное поле можно представить также и в виде суперпозиции прямых 
и обратных волн каналов Флоке [5]: 

 

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1`

( ) ,

( ) , 1, 2, ... ,6,

k k k
k

k k k
k

E с c e

H c c h

∞
+ −

α α α α
=
∞

+ −
α α α α

=


= +



 = − α =






 


  (15) 

где ( )k
c+

α , ( )kc−
α  – амплитуды падающих и отраженных волн. 
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Из рядов Фурье (14) (15) и нормировки [5]  

 ( ) ( )( ) 0, ,

1,k n
S

k n
e h dS

k n
α

∗
αα α

≠
× ⋅ =  =
 

  (16) 

следуют следующие интегральные выражения: 

 ( ) ( )( )k k
S

a E h dS

α

∗
α α α α= × ⋅

 
;  (17) 

 ( ) ( )( )k k
S

b e H dS

α

∗
α α α α= × ⋅


;  (18) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2k k k
S S

E h dS e H dS c

α α

∗ ∗ +
α α α α α α α× ⋅ + × ⋅ = 
   

;  (19) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2k k k
S S

E h dS e H dS c

α α

∗ ∗ −
α α α α α α α× ⋅ − × ⋅ = 
   

.  (20) 

Выражения (17)–(20) являются интегральными краевыми условиями на 
гранях автономного блока и известны в электродинамике [5] как условия не-
асимптотического излучения.  

Запишем для системы уравнений электродинамики (7) проекционную 
интегральную модель. Для этого используются: краевая задача на собствен-

ные значения (8), тождество rot rot rot ( )b a a b a b− = ×
    

, формула Остроград-

ского – Гаусса и условие неасимптотического излучения (18): 

  

( )

0

0 мн

0 0

мн

мн мн

6

0
1

0

6

0
1

0 0

( )

,

( ) ,

rot rot graddiv

,

k k k
S V

k k
V V

k k k k
S V V

k

V

k k

V V

E H dS i E E dV

i H H dV i M H dV

H E dS i E E dV i H H dV

q M M H dV

H H dV M H dV

β

β

∗ ∗
β

β=

∗ ∗

∗ ∗ ∗
α

β=

∗

∗ ∗

× ⋅ = − ω ε ⋅ −

− ωμ ⋅ − ω ⋅

× ⋅ = ω ε ⋅ + ω μ ⋅

− ⋅ =

= μ ⋅ − μ η ⋅

  

 

   



 

   

   

     


  

   

( ) ( ) 0( ) , 1,2,... , 1,2,... , 1,2,...,6,q q
S

b e H dS k N q N

α

∗
α α α α α



















 = × ⋅ = = α =





  (21) 

где Sβ  – поверхности граней прямоугольного параллелепипеда; намагничен-

ность вне областей магнитных наночастиц равна нулю.  
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Построим численный метод для определения матрицы проводимости 
Y  автономного блока, связывающей коэффициенты ( )ka α  с коэффициентами 

( )kb α  рядов Фурье (14). Решение краевой задачи ищем в виде линейной ком-

бинации по системам функций { }nЕ


, { }nH


 (собственные функции прямо-

угольного резонатора), ( ){ }l
e β


, ( ){ }l
h β


 (собственные функции каналов Флоке).  

В области 0V  автономного блока 

 
0

1

N

n n
n

E a E
=

=
 

 , 
0

1

N

n n
n

H b H
=

=
  , 

0

1

N

n n
n

M d H
=

=
 

,  (22) 

где 0N  – количество базисных функций в области автономного блока 0V . 

На гранях ( 1,2,...,6)Sβ β = автономного блока 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1`

,
N N

l l l l
l l

E a e H b h
β β

β β β β β β
= =

= = 
 

,  (23) 

где Nβ  – количество базисных функций на гранях автономного блока Sβ . 

Подставляя (22) и (23) в (21), получаем следующую систему алгебраи-
ческих уравнений: 

( ) ( )
0 0 0

мн
1 1 1

N N N

k kn n kn n n k n
n n n V

i a i b i H H dV d∗

= = =

 
 ω δ + ωδ + ω ⋅ =  
 

   
   

6

( ) ( )
1 1

( ) ,
N

l k l
l S

e H dS a
β

β

∗
β β β

β= =

 
 = − × ⋅ 
 
 

 


 

0 0

0

6

1 1 1

( ) 0,
N N

n k n k kn n k n
n nV S

i E E dV a i H E dS b

β

∗ ∗
β

= = β=

  
  ω ε ⋅ + ω δ − × ⋅ =        

   
       

0

мн

0
1

N

n k n
n V

H H dV b∗

=

 
 μ ⋅ −  
 

 
    

0

мн мн

0
1

0,
N

n n k n k n
n V V

q H H dV H H dV d∗ ∗

=

 
 − λ ⋅ + μ η ⋅ =  
 

  
   

 

 
0

( ) ( )
1

( ) ,
N

q n n q
n S

e H dS b b

α

∗
α α α

=

 
 × ⋅ =  
 

 
    (24) 
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где k k′ω = ω  для соленоидальных функций, 0kω =  для потенциальных 

функций, k k′λ = ω  для соленоидальных функций, 0 0k k′λ = ω ε μ  для потен-

циальных функций; knδ  – символ Кронекера. 

Запишем систему линейных алгебраических уравнений (24) в матрич-
ной форме: 

 

+ ,

0,

0,

,

 ⋅ + ⋅ ⋅ = − ⋅


⋅ + ⋅ =


⋅ − ⋅ =
 ⋅ =

A a B b C d L a

D a U b

F b G d

W b b







  (25) 

где , , , , , , , ,A B C D U F G W L  – матрицы с элементами: 

kn k knA i= ω δ ,  

kn knB i= ωδ ,  

мн мн

мн мн

c c п c

c п п п

n k n k

V V
kn

n k n k

V V

i H H dV i H H dV

C
i H H dV i H H dV

∗ ∗
′ ′ ′′ ′

∗ ∗
′ ′′ ′′ ′′

 ω ⋅ ω ⋅
 
 =  

ω ⋅ ω ⋅ 
 
 

 

 

   

    , 

0 0

0 0

c c п c

c п п п

n k n k

V V
kn

n k n k

V V

i E E dV i E E dV

D
i E E dV i E E dV

∗ ∗
′ ′ ′′ ′

∗ ∗
′ ′′ ′′ ′′

 ω ε ⋅ ω ε ⋅
 
 =  

ω ε ⋅ ω ε ⋅ 
 
 

 

 

   
 

   
 

,  

6 6
c c п c

1 1

6 6
c п п п

1 1

( ) ( )

( ) ( )

k k n n k k k n n k
S S

kn

k k n n k k kn n k
S S

i H E dS i H E dS

U

i H E dS i H E dS

β β

β β

∗ ∗
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′β β

β= β=

∗ ∗
′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′β β

β= β=

 
 ω δ − × ⋅ ω δ − × ⋅
 
 =
 
 ω δ − × ⋅ ω δ − × ⋅
  
 

  

  

   

   
, 

мн мн

мн мн

c c п c
0 0

c п п п
0 0

n k n k

V V
kn

n k n k

V V

H H dV H H dV

F
H H dV H H dV

∗ ∗
′ ′ ′′ ′

∗ ∗
′ ′′ ′′ ′′

 μ ⋅ μ ⋅
 
 =  

μ ⋅ μ ⋅ 
 
 

 

 

   

    , 

c п
( ) ( ) ( )( ) ( )q n q n q n

S S

W e H dS e H dS

α α

∗ ∗
′ ′′α α α α α

 
 = × ⋅ × ⋅  
 
 

  
, 
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




 
 
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 
 
 
 
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c
( )

( ) п
( )
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l k
S

kl
l k

S

e H dS

L
e H dS

β

β

∗
′β β

β ∗
′′β β

 × ⋅
 
 =  

× ⋅ 
 
 







 , 01,2,... , 1,2,... , 1,2,...,6k N q Nα= = α = . 

Компонентами векторов , , , ,a b d a b  являются коэффициенты рядов 

Фурье (22) и (23), соответственно равные { }na , { }nb , { }nd , { }( )la β , { }( )lb β . 

Исключая векторы , ,a b d  из системы линейных алгебраических урав-

нений (25), получаем 

 ( ) 11 1 −− −= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅b W A D U C G F B L a ,  (26) 

отсюда (26) следует матрица проводимости автономного блока: 

 ( ) 11 1 −− −= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅Y W A D U C G F B L .  (27) 

Для автономного блока без магнитных частиц матрица проводимости 
определяется из (27) при = 0, = 0, = 0C G F : 

 ( ) 11 −−= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅Y W A D U B L .  (28) 

Если геометрические размеры автономного блока значительно меньше 
длины волны, то в виртуальных каналах Флоке достаточно использовать две 
взаимно ортогональные ТЕМ-волны. 

Заключение 

Автономный блок в виде прямоугольного параллелепипеда с включе-
нием в виде магнитной нанопроволоки является универсальным базовым 
элементом для решения прикладных задач электродинамики и технике СВЧ. 
Автономный блок может использоваться для определения постоянных рас-
пространения волн в трехмерных периодических структурах из магнитных 
нанопроволок (рис. 1). Ячейка периодической структуры моделируется авто-
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номным блоком. Накладывая на грани параллелепипеда краевые условия, вы-
текающие из теоремы Флоке, получаем характеристическое уравнение отно-
сительно постоянных распространения волн [4]. Из решения характеристиче-
ского уравнения определяются основные типы волны, которые могут исполь-
зоваться для определения эффективных значений магнитной и диэлектриче-
ской проницаемостей магнитного нанокомпозита [4]. Постоянные распро-
странения волн левой и правой поляризации, обыкновенной и необыкновен-
ной волн в бесконечной сплошной гиромагнитной среде должны совпадать  
с аналогичными значениями постоянных распространения волн в трехмерной 
периодической структуре магнитного нанокомпозита. Это приводит к систе-
ме уравнений, из которой определяются компоненты эффективного тензора 
магнитной проницаемости и скаляр диэлектрической проницаемости.  

Автономный блок может непосредственно использоваться как базовый 
элемент при построении математических моделей устройств СВЧ с магнит-
ными нанокомпозитами (циркуляторы, перестраиваемые фильтры и т.д.) [6]. 
Области вкладышей, подложек устройств СВЧ из магнитных нанокомпозитов 
дополнительно разбиваются на автономные блоки (рис. 2). Математическая 
модель в этом случае является моделью высокого уровня и позволяет учиты-
вать влияние поля обменного взаимодействия на предельные характеристики 
устройств СВЧ. 
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